Algebra liniowa II. Lista 0

Zadanie 1. Wyznaczy¢ wzér na pole rownolegtoboku rozpietego na wek-
torach u, v wyrazony za pomocg wspotrzednych tych wektoréow.

Rozwigzanie. Przez réwnoleglobok rozpiety na wektorach w, v rozumiemy
podzbidr Z plaszczyzny powstaly w nastepujacy sposéb. Obieramy na plasz-
czyznie jakikolwiek punkt P. Do zbioru & zaliczamy te wszystkie punkty
X, ktore spelniaja zwiazek

PX= su+tv

gdzie s it sa liczbami z przedziatu [0, 1] (patrz: rysunek 1). Umie$émy uklad

P

Rysunek 1: Réwnolegltobok # rozpiety na wektorach u, v.

wspolrzednych w ten sposéb, ze poczatek uktadu znajdzie sie w P. Niech
(u1,uz) oznaczaja wspolrzedne wektora u. Zgodnie z twierdzeniem Pitago-
rasa, dlugosé |u| wektora u wchodzi w réwnosci

ul? =ui +u3,  |ul=/ui+ul (1)

Niech v oznacza kat miedzy wektorami u, v. Wektory te wraz z u —v tworza
boki tréjkata (patrz: rysunek 2).
Na podstawie twierdzenia cosinuséw mamy

ul? + |vf” — Ju — vf?

|ullufcosy = 5



|

X1

Rysunek 2: Twierdzenie cosinuséw.

Po zastosowaniu (1) do wszystkich trzech wektoréw ostatni zwiazek mozemy
przepisaé tak:
u e v := |ullu|cosy = ujvy + ugvs.

Okreslona wtaénie wielko$¢ u e v jest nazywana iloczynem skalarnym wek-
toréw u, v. Niech

|'U,, ’U| = o
ua V2
Okreslmy wielko$é
gram(u, v) := |[u,v]"] - ju,v| = up u2 || ur v

v V2 Uz V2

Stad, ze wyznacznik iloczynu dwéch macierzy kwadratowych jest réwny ilo-
czynowi wyznacznikow otrzymujemy

ueu uev
veu vVev

gram(u, v)

Bardziej geometrycznie,

ul” |ul[v] cosy

gram(w,v) = | ol cosy |of?

Obliczmy otrzymany wyznacznik:

gram(u, v) = [ul*[v|* — |ul?|v|* cos® v = (Jul|v|sin)*.



W takim razie, w zgodzie ze szkolnym wzorem, y/gram(u,v) wyraza pole
|Z%| réwnolegloboku Z. Poniewaz wyznacznik macierzy jest taki sam jak jej
transponowanej, wiec na podstawie definicji gram(u, v). Otrzymamy

|Z%| = \/gram(u, v) = abs(|u, v|).

(abs(x) oznacza tutaj warto$¢ bezwzgledna liczby z.) Nasuwa sie pytanie:
Jak znak wyznacznika |u,v| zalezy od wzajemnego polozenia wektoréw wu,
v?

Zadanie 2. Niech A(x1,x2), B(y1,y2), C(21, 22) beda trzema punktami plasz-
czyzny z zadanym ukladem wspélrzednych kartezjanskich. Niech A bedzie
trojkatem o wierzchotkach w tych trzech punktach. Wykaz prawdziwosé na-
stepujacych wzoréw;

Y1 — 1 21— 21

1 1 1
= abs 1 Y1 21
Y2 — X2 22 — T2

T2 Y2 22

|A| = abs <

Zadanie 3. (do pracy w grupach) Réwnoleglocianem (w przestrzeni R3)
nazywamy zbiér punktéow £, ze istnieje punkt P i trzy liniowo niezalezne
wektory u, v, w o tej wlanosci, ze

X e X +— \/ PX=su+tv +rw.
s,t,r€[0,1]

(patrz rysunek 3). Na podobienstwo wzoru na pole réwnolegloboku, wy-
znaczy¢ wzor na objeto$é rownolegloscianu. A jak bedzie wygladal wzér na
objetos¢ czworoscianu jesli przyjaé, ze znamy wspoéirzedne jego wierzchot-
kéw?



Rysunek 3: Réwnolegloscian.



